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1. Sucesiones

Definicién 1

Una sucesion es una funcion definida de N— R que se acostumbra a denotar por
an en lugar de f(n), asi:

a, € R,V neN

a,: Se llama término n—ésimo o término de lugar n.
aq: Es el primer término de la sucesién.

ay: Es el k—ésimo término de la sucesion.

Las sucesiones se encuentran presentes en casi todos los topicos de las
matematicas, de ahi su importancia. Eventualmente, n € No, N, = N U{o}.

Ejemplo 1

Vamos a dar algunas sucesiones definidas por su término n—ésimo, o bien, en forma recursiva.

_ 2n—1
1. iy — ”r_:T

2. a,=2n-1
3. a, =(-1)"

4. a, = cos(nm)
. a,=14+24+34+...+n
6. a, =

2=

.y =1lay=2,....0,19 = py1 + a,

: e =

8. a; =v2, a0, =V2+ V2, ..., Ani1 = V2 + ay
Dada la sucesion a1, ay, . . ., an, su k—ésimo término es ay, el siguiente término es
ar+1 también llamado sucesor, el anterior al k—ésimo término es ak—1también

llamado antecesor.
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1.1 Ejercicios resueltos

o111
1. Dadalasucesiéon1l,-,=,—, ...
2374

a) Determine su término enésimo

1
b) Pruebe que a;, — a = —
) que Qy k+1 = Jern)
c) Calcule ay — a,4q
Solucidn:
. . 1
a) Deinmediato a,, = -
D) a —a 11 k+1-k 1
ko Bk 7k k+1 T k(k+1)  k(k+1)
) a a 1 1 n+li-n 1
c — = - — = =
1 n+l n n+1 nn+1) nnm+1)

L. 111
2. Dada la sucesion 1,5,3,;,

a) Determine su término n-ésimo
b) Determine el anterior y siguiente término n-ésimo

c) Calcule Ay — Q41
Solucién:

1
2n—1

a) a, =

b) Término anterior se determina reemplazando “n-1” en la expresion de a)
1 1 1

1= om—1)—-1 2n-2-1 2n-3

De forma analoga, el término siguiente se determina reemplazando “n+1” en la

expresion de a)
1 1 1

1= o+ D -1 2n+2—-1 2n+1

) a 4 1 1 1 1 4k+1—(4k—1) 2
c — = - = - = =
2k 2k+1 7 50Kk)-1  2(2k+1)-1  4k—-1 4k+1  (4k-1)(4k+1)  16k2-1
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1.2 Ejercicios Propuestos

1. Escriba los cuatro primeros términos, el término k—ésimo, el término
anterior y siguiente del término k—ésimo de las siguientes sucesiones
cuyo término n—ésimo es:

H] n f“' [_1}“”

h:l am n [.,'J [_1}J|+I.32||
dn—>5 \ IREL

¢) —— fy (1+3)
n+2 ’

2. Escriba el enésimo término de las siguientes sucesiones

a) 1,3,5,7

b) 3,-9,27,—81,...

N 1 1 1 1

€) T3 233025 +

d) 5-1,11-3,17-5,23-7

N 3 -7 11 15

fll—z254+2*9—-2*1342°

g) 1-(p—1),3-(p—2),5-(p—3),..., pconstante.
Soluciones:
X a) 12,2232y 4%, k2 (k—1)?y (k+1)?
T b)) 1,2,5,12; 2% —k, 251 — (k—1) y 281 — (k+ 1)

) —2 141 3k5 38 32

I 56 k2 kil ki3
d) —1,2,-3.4; (=1)Fk, (=) Yk =1), (-1 Yk +1)
6] 32 _34, gb _qa ( 1)#—132.&-_ (_1).&-32&-—2 (_1)k‘32k+2
3 /5 k k- k
N2@5@@ 0+ ) )
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n—1
2. a:] a, = In—1 E:] a, = (—1) (dn—1)

Zn—T)(n+1
b) a,=(-1)""13" f) a,=4n -3+ (-1)"2""
¢) = g) an=(2n—1)(p—n);

d) a,=(6n-1)(2n-1) 1<p<n
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2. Sumatorias

Una sumatoria es un simbolo que se ocupa para denotar en forma comprimida
la suma sucesiva de los términos de una sucesion.

Definicion 2:
Se define el simbolo Y (Sigma, que se lee como sumatoria) inductivamente,
por

2. E a; = E a; + a,+1. donde a,, es una sucesion cualquiera.

i= i=1

De esta definicion se desprende facilmente que,

n+1 1

E a; = E a; +as +ag+ ... +a, + 0,01 =ay +ds +dy+ ...+ dpaq

i—1 i—1
n+1
Noétese que Z i representa a una suma desde el primer término de la

sucesion !

a, Para i = 1 hasta el dltimo término que en este caso es a,, parai=n

Es decir, en i = 1 se inicia la suma de los sucesivos términos de a; € i = n indica

donde se finaliza la suma.

2.1 Propiedades de sumatoria

T 1
1. I.“:En(n—i—l)

. 1 Ny
2. ZI.“' = Eu(n +1)(2n+1)

o
=
o
o
w
(%]
—
[
|
1
I f—
| IS
bt

3”{” +1)



n—p+1l 1

r—1

T I r
4. phl = P! r#Z1,0<p<n

k=p

5. Sumatoria de un valor constante
']

Zr'zr[n—p—lj. D<p<n

i=p
6. Sumatoria de un valor constante por una variable

mn n

E ca; = ¢ E ;.

i=1 i=1

7. Sumatoria de una Suma (También conocida como distributiva)

mn {

Z{fff +b;) = Z a; + i b;

i=1 i—=1 i—=1
8. Propiedad telescdpica

Si {an }n es una sucesion, la suma de las diferencias de sus términos
consecutivos esta dada por:

N
Z(ak+1 - ak) =a,1 8y
k=M

(Propiedad que se conoce como propiedad telescopica)

Nota:

La propiedad telescopica se aplica sobre la diferencia de dos términos
consecutivos de una sucesion, independiente del orden en que estos se
restan.

Ejemplo
N

Z(ak - ak+1) =ay — Q.

1. k=M
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N
Z(ana —8 ) =ay,;3 ~8py
o, i=p+2

Observacién: La formula varia segtn el término inicial de la sumatoria. En
estos casos se veran a partirdeln =10 n=0

2.2 Ejercicios resueltos

1. Desarrollar las siguientes sumatorias

o n—1 .
2k 4+ 1
a) Y k(2k—1) b) (-1 ——
k=4 k=0 I‘ + 2

Solucién:
De la definicion se tiene:

-

]
a) S k(2k—1)=4-74+5-946-11+7-13+8-15,
k=4

note que son 5 =8 — 4 + 1 términos como deberia ser.

n—1 A
2841 2041 2041 214
b) E (—UL_H [ - = 9 + 3 *-..*{_1j ﬁ
k=0

Note que en este caso se tiene n — 1 — 0 + 1 = n términos.

2. Escribir usando Y, las siguientes sumas:

1. 124+ 3?2 +5%+ ... (hasta n + 1 términos)
2. 2-T+5-94+8-11+...+422.287
3. i — 12 4 ﬁ — ... (hasta p términos).
Solucion:
De inmediato se tiene:

i
Profesor: J 1. Z[ﬂ' + 1)%. note que n — 04+ 1=n+ 1 términos.
k=0



2. Notemos que ap = (3k — 1)(2k + 5), k = 1,2,... la sumatoria debe

terminar en 3k — 1 = 422 A 2k 4 5 = 287 de donde en ambos casos
141
k = 141, por tanto Z(Iik — 1)(2k + 5)
k=1
ll :
- : : : 4k +1
3. De inmediato se tiene ;( =1)*! ok +(l)('21\')+ 3y’

3. Calcule el valor de las siguientes sumatorias

2n n 2n—1
SEkowYE 9 3
k=1 k=3 k=n+1
Solucién
2n 1
a) Z k= EQH(QH +1)=n(2n+1)
k=1
mn n 1
b) ; == k—(l—l—?}:En(n—l—l)—S
k=3 k=1
2n—1 2n—1 n 1 1
c) Z k= k — k=§{2n—1}(2‘;-1—14—1]—5:1(:14—1)
k=n+1 k=1 k=1

4. Calcula usando propiedad telescopica

;(m_ JEL J48+1-V1=49-1=7-1=6

5. ¢Se puede aplicar la propiedad telescopica? Entrega la solucion

100 1 1
Z(ZK 1 2k +1j
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SI porque la sumatoria dada es sobre la diferencia de dos términos
consecutivos de la sucesion

1 1 1
ak -

= Ay = =
Si 2k -1 entonces 2(k+D)-1 2k+1

%‘3‘(1 1)1 1 L1 _200

S\2k-1 2k+1) 2-1 2.100+1 ~ 201 201

2.3 Ejercicios Propuestos

I) Resuelve las siguientes sumatorias usando solamente las propiedades

entregadas
25 32 4
1. Y 3= 2. > (4n-1)= 3. Y (2k+1)=
i=1 n=5 k=1
5 4 v 3 1
4. YK = 5. 3 (-1)f 2k - 6. (z+_j=
k=1 k=1 =) k
4 4 k 6
20 I N 9. 31 -
k=1 i k+1 i-1
10. 3" 11. 3 12. 32
. ;2n+2_ . kzz;‘n— . S;——
6 3 2k 4
13. Y 10" = 14. Z_z: 15. Y 3* =
k=0 n:lk k=0
40 24 354
16.> k? = 17. Z(3n—2) 18. > 5=
k=1 n=1 k=5
Respuestas:
1 2 3 4 5 6 7 8 9
75 | 2.044 | 24 55 4 9 776 163 0
60
10 11 12 13 14 15 16 17 18
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61 6N 29 1,111111 ok 121 | 22.140 852
140 10 K2 81

1.135

IT) Resuelve usando propiedad Telescopica

8 i(kiﬂ_gj 2. Z[k—3_k—14j
3, :Z_O;[(k +1) -k = 4 g(z_ln_znl_zj:
%(ZJSH_%J > é(sm ¥)-

Respuestas:

1 2 3 4 5 6
65 16 | 1.206 6 2 19.680

14 17 13 27
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